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RESUMO

O proposito deste artigo ¢ apresentar quatro abordagens para resolver problemas de otimizagao
combinatdria, aplicando-as ao Problema da Mochila 0/1. As técnicas e os algoritmos usados para
resolver o Problema da Mochila 0/1 foram: Forca Bruta, Programagdo Dinamica, Algoritmo Gu-
loso e Branch and Bound. Um comparativo da complexidade de tempo de execucdo assintotico,
do tempo de execucdo de maquina, da memoria requerida e do esfor¢co de programacgao necessario
para cada algoritmo formulado como solug@o também ¢ apresentado.
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ABSTRACT

This paper aims to present four approaches to solve combinatorial optimization problems, ap-
plying them to the 0/1 Knapsack Problem. The approaches and algorithms applied to solve the 0/1
Knapsack Problem were: Brute Force, Dynamic Programming, Greedy Algorithm and Branch and
Bound. A comparative of asymptotic complexity, runtime machine, required memory and program-
ming efforts needed for each algorithm is shown in this paper.

Key-words: knapsack problem. combinatorial optimization. operational research. computational
complexity. algorithm design.
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1. INTRODUCAO

O Problema da Mochila ndo ¢ somente um
problema classico no contexto de otimizagdo
combinatoria, mas também apresenta diversas
aplicagdes praticas no mundo real. Resolvé-lo,
ndo somente para instancias de tamanho pe-
queno, mas também para instancias de tama-
nho grande, tem se revelado um desaio dentro
da area de algoritmos e pesquisa operacional.
Neste artigo, o Problema da Mochila 0/1 e al-
gumas de suas variagcdes sdo apresentadas e
técnicas de otimizagdo combinatoria como For-
¢a Bruta, Programagdo Dindmica, Algoritmo
Guloso e Branch and Bound sdo utilizadas para
resolver este problema.

Este artigo estd organizado da seguinte
forma: a se¢do 2 formaliza o Problema da Mo-
chila 0/1, apresenta algumas de suas variacdes
e aplicagdes; a secdo 3 resume cada uma das
abordagens selecionadas para tratar problemas
de otimizagdo combinatéria; na se¢do 4 sdo
apresentadas as caracteristicas dos algoritmos
que resolvem o problema da mochila usando
cada técnica mostrada; na se¢do 5 é fornecido
0 mecanismo para construcao das instancias de
teste e graficos do tempo de execugdo de cada
algoritmo; a se¢do 6 apresenta uma breve con-
clusdo da pesquisa; por fim, as referéncias bi-
bliograficas usadas sdo fornecidas.

2. DESCRICAO DO PROBLEMA DA MO-
CHILA

O Problema da Mochila ¢ um dos mais
importantes e mais intensamente estudados
em Programacdo Discreta e Otimizagdo Com-
binatoria [Martello e Toth 1990]. O problema
pode ser declarado da seguinte forma [Pisinger
1993]: sdo dados n itens para serem colocados
em uma mochila de capacidade c. Cada item j
tem um valor P, € pesow, associado. Deseja-se
encher a mochila obtendo o maior valor possi-
vel sem exceder a capacidade c. Formalmente
o Problema da Mochila 0/1 pode assim ser de-
finido:
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A n
maximize E)-=1_ Bix;

sujeitn a Ef,wix; = c.ox; e {015 =1,...n

Onde xj € igual a 1 se o item j esta inclu-
ido na mochila e 0 caso contrario. Sem perda
de generalidade assume-se que W; = ¢, para as-
segurar que todos os itens cabem na mochila e
If-iw; = € para evitar solugdes triviais.

O problema da mochila apresenta ainda
varias aplica¢des praticas no mundo real, como
por exemplo: carregamento de cargas, sele¢do
de projetos, corte de pegas, controle or¢amen-
tario entre outras.

2.1. Variacdes do Problema da Mochila

[Goldbarg e Luna 2005] e [Martello e
Toth 1990] apresentam diversas variagdes do
Problema da Mochila e suas respectivas aplica-
¢oes. Algumas dessas variagdes sao:

Mochila Limitada: Cada tipo de item que
pode ser incluido na mochila tem sua quantida-
de limitada.

Mochila llimitada: Cada tipo de item tem
quantidade infinita.

Mochila de Multipla Escolha: Nesse pro-
blema, dado um conjunto de classes que con-
tém itens, ¢ necessario escolher exatamente um
item de cada classe.

Soma do Subconjunto: Ocorre quando no
Problema da Mochila 0/1 o valor de cada item
disponivel ¢ igual ao seu peso.

Mochila Multipla 0/1: Nesse problema,
existem varias mochilas, cada qual com sua
capacidade definida. Os pesos dos itens e seus
valores sdo os mesmos para todas as mochilas,
sendo necessario incluir uma restri¢do adicio-
nal que evite a inclusdo de um mesmo produto
em mais de uma mochila.

Mochila Multidimensional 0/1: Neste
problema um pagamento ¢ exigido a cada item
adquirido e existe uma limita¢ao no capital dis-
ponivel para as aquisi¢cdes, ou seja, deseja-se
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levar o maior valor possivel atendendo a dispo-
nibilidade de orgamento.

3. TECNICAS PARA RESOLUCAO DE
PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

3.1. Forca Bruta

E uma técnica de projeto de algoritmos de
facil implementacdo, mas que na grande maio-
ria dos casos possui complexidade elevada ten-
do como importante caracteristica a aplicabili-
dade em uma grande variedade de problemas.
Utiliza abordagem simples para resolver um
determinado problema baseando-se diretamen-
te na declara¢do do mesmo e nas defini¢des dos
conceitos envolvidos [Hristakeva e Shrestha
2005].

3.2. Programacio Dinamica

E uma técnica de projeto de algoritmos
para resolucdo de problemas de otimizagdo que
tira proveito da existéncia de solugdes otimas
descritas através de relagdes de recorréncia
com superposi¢ao de subproblemas [Hristake-
va and Shrestha 2005]. [Cormen 2002] aponta a
existéncia de quatro etapas no desenvolvimento
de um algoritmo usando programagio dinami-
ca: caracterizar a estrutura de uma solugao oti-
ma, definir recursivamente o valor da solug¢ao
otima em funcdo de uma subestrutura 6tima,
calcular o valor da solugdo 6tima em um pro-
cesso bottom-up e construir a solugdo 6tima a
partir de informagdes calculadas em subproble-
mas superpostos. Esta tltima etapa possibilita
que calculos ja realizados sejam utilizados no
processo de baixo para cima no computo da so-
lugao otima do problema.

3.3. Algoritmo Guloso

Assim como a Programagdo Dinamica,
os Algoritmos Gulosos também sdo aplicados
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a problemas de otimizag@o. De forma diferente
da técnica anterior, a abordagem Gulosa, pri-
meiramente realiza uma escolha, aquela que
pareca ser a melhor em um determinado mo-
mento (a melhor escolha local) e depois resolve
um subproblema resultante dessa escolha. Con-
sidera-se que a escolha local do melhor possa
levar a solucdo 6tima global do problema. Este
tipo de técnica é de facil implementacao para
problemas de modo geral, porém nem sempre
conduzem a solugdes 6timas globais. [Cormem
2002] lembra que tais algoritmos usam subes-
trutura 6tima de cima para baixo (top-down) e,
portanto, podem repetir calculos. Os algoritmos
produzidos por esta técnica usam heuristicas ou
conhecimento de senso comum para gerar a se-
qiiéncia de subotimos que podera convergir ou
ndo para um valor 6timo global [Hristakeva and
Shrestha 2005].

3.4. Branch and Bound (B&B)

B&B ¢ um método geral, ttil e confiavel
para encontrar solugdes 6timas para problemas
de programacdo inteira e discreta aplicado a
diversos problemas de otimizagdo combinato-
ria. O método foi proposto por [Land and Doig,
1960] e consiste em enumerar solugdes viaveis,
consideradas promissoras, em uma arvore de
busca explicita ou implicita. Cada n6 na arvore
pode ser visto como uma possivel solu¢do ou
uma solucdo parcial do problema. Utilizando
fungdes matematicas e/ou algoritmos que de-
terminam limites superiores (upper bound) e
inferiores (lower bound) do problema com res-
peito ao valor 6timo da funcdo objetivo, uma
grande quantidade de nds da arvore podem ser
descartados, reduzindo assim, ndo s6 o espaco
de armazenamento para resolver o problema,
como também o tempo de execucdo do algo-
ritmo para a instancia fornecida. No pior caso,
o algoritmo obtido pela aplicacdo do método ¢
exponencial. O termo branching, indica que a
partir de um no6 selecionado, deve ser possivel
explorar outros nds como alternativas de solu-
¢do para o problema. O termo bound, sugere a
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identificagdo de dois limites com relagdo ao va-
lor 6timo do problema: o inferior e o superior.
O valor obtido pela solugdo 6tima do proble-
ma de otimiza¢do, se existir, ¢ encontrado em
um intervalo delimitado por estes dois limites.
O método vai reduzindo este intervalo até que
este dois limites sejam iguais quando, portanto,
encontra-se o 6timo. [Chinneck 2007] apresen-
ta mais informacdes sobre a técnica e exempli-
fica sua aplicacdo.

A eficiéncia do método depende critica-
mente da efetividade na determinag@o dos limi-
tes e no estabelecimento da forma de branching,
ou seja, na fixagdo de valores as variaveis den-
tro do espago de restricdes do problema origi-
nal.

Por fim, este método possibilita sacrifi-
car a garantia da otimalidade de um problema
muito grande (very large problem) em razio de
restrigdes de memoria principal ou tempo de
resposta sem perder sua efetividade, visto que
o mesmo indica que a solugdo encontrada du-
rante o tempo de busca estd em um intervalo.
Desta forma, o algoritmo pode ser parado quan-
do uma distancia aceitavel da otimalidade tiver
sido alcangada.

4. ABORDAGENS PARA O PROBLEMA

4.1. Forca Bruta

No Problema da Mochila 0/1, os n itens
podem estar ou nao na mochila, ou seja, cada
item possui dois estados. Sendo assim, teremos
2n combinagdes possiveis, das quais a melhor
deve ser escolhida. Inicialmente, considera-se
que todos os itens estdo fora da mochila, a par-
tir dai gera-se todas as demais combinacdes,
sendo que, a cada nova combinagdo gerada,
compara-se o valor obtido a partir da combina-
¢do com o melhor valor até entdo obtido. Caso
a nova combinacdo produza um valor superior
e 0 seu peso ndo ultrapasse a capacidade da mo-
chila, esta combinacdo passa a ser considerada
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a melhor solugdo até entdo obtida. O processo
continua até que todas as combinagdes tenham
sido avaliadas. Visto que, se faz necessario a
geracdo de todas as combinagOes possiveis e
para cada combinagdo ¢ avaliado o valor pro-
duzido por ela, a complexidade de tempo deste
algoritmo ¢ O(2n*n) e a complexidade de es-
pago ¢ O(n), pois utiliza dois vetores: um para
guardar a combinacdo corrente e o outro, a me-
lhor combinagao.

4.2. Programacio Dinamica

Segundo [Hristakeva and Shrestha 2005]
a representacdo deste problema pode ser feita
em uma tabela de n+1/ linhas e ¢+/ colunas.
Seja T[i,j] a solucdo 6tima de uma instancia de
i itens, 0 =i = n, e capacidade j, 0 = j = ¢,
para a mochila. E possivel dividir todos os pri-
meiros i itens que cabem na mochila de tama-
nho j, em duas categorias: aquela que nao inclui
0 i-ésimo item e aquela que inclui. Isto permite
definir a recorréncia que expressa a solugdo do
problema em termos de subproblemas:

T _ { T:'—l,}'
- max(Té—l,J" P; + Té—l.:’—w.‘)

J = w (D)

= wy (i)

A expressio (i) indica que o i-ésimo item
ndo cabe na mochila de capacidade j e a expres-
sdo (ii) indica respectivamente que o i-€simo
item ndo sera colocado na mochila ou sera co-
locado. Esta decisdo, colocar ou ndo o item na
mochila, sera baseada no valor proporcionado
pela inclusdo ou ndo do item.

As duas condigdes limites para a mo-
chila sdo: a mochila ndo tem valor e nenhum
item foi selecionado, 1, ; =0 W j = U ; e a mo-
chila ndo tem valor quando sua capacidade ¢
zero, visto que nenhum item pode ser incluido

nela, T, =0%i = 0. Por fim, a solugdo oti-
ma pode ser obtida em T;, . . Neste algoritmo a
complexidade de tempo ¢ O(n*c), pois todos os
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arranjos de itens sao testados em todas as possi-
bilidades das capacidades. A complexidade de
espago também é O(n*c), visto que € necessa-
rio registrar as solugdes 6timas dos subproble-
mas em uma matriz para computar a solugdo
otima.

4.3. Algoritmo Guloso

Foram consideradas trés estratégias de se-
le¢@o gulosa nesta abordagem: a primeira estra-
tégia consiste em selecionar os itens de maior
valor com a expectativa de aumentar o valor
da mochila rapidamente; a segunda estratégia
consiste em selecionar os itens de menor peso
buscando levar a maior quantidade de itens
possiveis; por fim, a terceira estratégia consiste
em selecionar o item com maior razdo valor/
peso, com a expectativa de levar os itens mais
valiosos e leves.

Segundo [Ziviane 2006] este algoritmo
pode ser implementado em um processo iterati-
vo que faz a melhor escolha de acordo com uma
das estratégias apresentadas acima, desde que
essa escolha atenda a capacidade da mochila. A
complexidade desse algoritmo ¢ Q(n =logn])
, pois se faz necessaria a ordenagdo dos itens
de acordo com a estratégia de selecdo gulosa e
a insercdo de cada item até que a mochila ndo
suporte nenhum outro item. A complexidade de
espago ¢ O(n), um vetor usado para guardar a
solug@o.

4.4. Branch and Bound (B&B)

[Martello and Toth, 1990] apresentam di-
versas abordagens para solucionar o problema
da Mochila 0/1 utilizando métodos exatos e
aproximados. Em 1957, Dantzig apresentou um
método eficiente para determinar a relaxagao
continua para o problema e, portanto estabele-
ceu um upper bound que foi usado por vinte
anos em quase todos os estudos e abordagens
para resolver este problema. Em 1967, Kolesar
apresentou a primeira abordagem B&B. Esta
solucdo requeria uma imensa quantidade de
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recursos de memoria e tempo. Em 1974, Ho-
rowitz e Sahni apresentaram uma solucdo B&B
mais efetiva, estruturada e facil de implementar
que posteriormente foi melhorada em outras
propostas de solugdo. Na década de 70, o mé-
todo B&B revelou-se ser o unico método capaz
de resolver o problema da Mochila 0/1 para
uma grande quantidade de varidveis garantindo
a otimalidade da solucao obtida.

A abordagem B&B utilizada por Horowitz
and Sahni baseia-se nas seguintes premissas:

1. Assume-se que os items estdo ordena-
dos de acordo com os valores ndo-crescentes
de beneficios por unidade de peso (weight):

=
iy

[

=225 8

vy W ~ Wy

-

[N

2. Os items ordenados, de acordo com
a premissa anterior, sdo consecutivamen-
te inseridos na mochila até o primeiro item,
s, ndo caber mais — chamado de item criti-

co ou break item: s=min{j:TI_ w; = e}

3. O upper bound (UB) para o proble-
ma ¢ obtido pela relaxacdo da restrigdo intei-
ra proposto por Dantzig, onde W; = £, sendo

£ = ¢ — 2IZw; a capacidade residual da mo-

bs

chila. Assim, temos: UB = X3Zip; + [E T.J

O algoritmo produz uma enumeracio im-
plicita das solugdes viaveis para o problema
utilizando para isto as seguintes operagdes:

1. Forward move (fm): inserir 0 maior
conjunto possivel de novos itens consecutivos
em uma solugdo parcial até obtermos uma solu-
c¢do viavel (todas as variaveis do problema fo-
ram fixadas, ou seja, foi-se atribuido um valor a
cada variavel) para o problema;

2. Backtracking move (bm): remover o
ultimo item inserido em uma solugdo viavel ou
parcial,

Sempre que a operagdo fin ndao puder
ser aplicada, o UB correspondente a corrente
solugdo ¢ calculado e comparado com a melhor
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solucdo obtida até o momento. Se a nossa me-
lhor solugdo for maior que o UB obtido, isto
significa que ndo vale a pena prosseguir naque-
la diregao, ou seja, tendo fixado a tltima varia-
vel com o valor 1. De outra forma, isto significa
que o ultimo item colocado na mochila ndo ¢
uma boa decisdo no sentido de encontrar uma
solugdo melhor do que aquela ja encontrada e,
portanto um backtracking deve ser realizado
dando oportunidade a um novo arranjo de itens
ser explorado. Quando o ultimo item da lista
de itens for considerado pelo algoritmo, uma
solucdo viavel foi estabelecida. O algoritmo
termina quando ndo houver mais possibilidade
de executar backtracking.

Com relagdo a complexidade de tempo
assintotico deste algoritmo, pode-se dizer que
eleé Tjp =0%i= 0 considerando a primeira
premissa citada. Com relagdo ao limite supe-
rior, ndo ¢ simples estabelecer esse valor, mas ¢
possivel perceber, analisando o algoritmo, que
uma grande quantidade de solugdes viaveis sao
descartadas, o que reduz de maneira substancial
as possibilidades a serem avaliadas.

A versdao completa do algoritmo escrito
em notagdo matematica e pseudo-codigo pascal
esta disponivel em [Martello and Toth 1990].
Uma arvore de decisdo produzida pela execu-
¢do do algoritmo aplicada a mochila de capa-
cidade 50 com 7 itens tendo Pj = (70, 20, 39,
37,75 10) e Wj = (31, 10, 20, 19, 4, 3, 6) ¢
também fornecida.

5. Experimentos e Resultados

Os algoritmos apresentados foram imple-
mentados em Java em um processador Core-
2Duo 2.0GHz com 2GB de memoria. O codigo
fonte esta disponivel sob requisicao.

Avaliou-se o comportamento dos algo-
ritmos para entradas de diferentes tamanhos e
faixa de dados. Como sugerido por [Pisinger
1993], a faixa de dados ¢é limitada a R=100,
1.000, 10.000 e os valores ¢ pesos dos itens
foram gerados randomicamente de forma nao
correlacionada, ou seja, ambos distribuidos ale-
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atoriamente no intervalo [1,R]. A capacidade da
mochila é correspondente a metade do somato-
rio dos pesos, sendo assim, . = & .

Foi observado que das trés estratégias
gulosas implementadas, a ultima (razdo valor/
peso) sempre apresenta solugdes com maior re-
sultado. Com base nisso, somente ela é consi-
derada para efeito de comparag¢@o com as outras
técnicas.

O comportamento de cada algoritmo com
relagdo ao tamanho da entrada fornecida e o
tempo gasto de processamento na escala dos
nano segundos sdao mostrados na Figura 1, Fi-
gura 2, Figura 3 e Figura 4.

Forga Bruta - Dados Mio Correlacionados
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Figura 1: Comportamento da For¢a Bruta
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Figura 2: Comportamento da Programagdo Dindmica
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Algoritmo Guloso - Dados Nio Correlacionados
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Figura 3: Comportamento do Algoritmo Guloso

Branch & Bound - Dados Nao Correlacionados
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Figura 4: Comportamento do Branch and Bound

A Tabela 1 mostra os resultados da exe-
cucdo de cada técnica. A solugdo 6tima e seus
respectivos valores sdo encontrados pelas téc-
nicas de Forca Bruta, Programagio Dinamica e
Branch and Bound. O resultado obtido pela téc-
nica Gulosa, utilizando a estratégia razao valor/
peso, apesar de ndo apresentar a solugdo 6tima,
fornece um valor proximo a ela. A qualidade
desta solugdo ¢ 3,22% inferior ao 6timo.

Tecnica w Capacidade Valor da Peso da
Itens P Sohgio Solgio

Foroa Brita ) =712 3540 5704
Erog 22 5712 2540 5704
Dindmica
Guloso ) 5712 2273 5572
Branch and 22 5712 8540 5704
EBound

6. CONCLUSOES

O algoritmo de Forga Bruta foi testado
com no maximo 22 itens, pois gera obrigatoria-
mente todas as possibilidades para chegar a um
resultado 6timo. E 1til apenas para pequenas
instancias e fins académicos, devido a sua facil
implementacao.

O algoritmo de Programacdo Dindmica
possui um custo de tempo bem menor, porém
utiliza muita memoria para registrar o resulta-
do da solug@o 6tima dos subproblemas, sendo
que boa parte desse uso exagerado de memoria,
ndo se deve apenas a quantidade de itens, mas
também a capacidade da mochila. Por isso, para
evitar estouros de memoria foi necessario ini-
cializar a JVM com espago extra de memoria e
mesmo assim, s foi possivel verificar os resul-
tados de 400 itens com R=10.000, bem abaixo
dos 1.000 itens verificados com R=100, 1.000.

O algoritmo Guloso ¢ bem mais simples
de ser implementado e bem mais barato em ter-
mos de tempo e memoria, porém ndo garante
encontrar a solugdo 6tima, mas sim uma solu-
¢do aproximada. E excelente para se trabalhar
com grandes entradas em que a solugdo 6tima
ndo é necessaria e ha restrigdes rigidas de tem-
po de resposta para a instancia do problema.

Por fim, o Branch and Bound ¢ o que
exige maior esforco na implementagdo e no
entendimento dos seus conceitos. Entretanto,
este algoritmo consome pouco recurso de me-
moria e, apesar de ter, teoricamente, um custo
assintdtico de tempo exponencial, ele forneceu
a solucdo otima para uma instancia de 100.000
itens em um tempo razoavel. Esta quantidade
de itens, até entdo, so tinha sido resolvida pelo
Algoritmo Guloso, que infelizmente nio alcan-
¢ou o Otimo. Assim, Branch and Bound ¢ in-
dicado para situacdes em que a quantidade de
itens é grande e deseja-se obter a solugdo otima.
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